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Resumen

El objetivo de esta tesis fue resolver el problema del corte maximo de un grafo (Max-Cut problem) a
través del algoritmo cuantico variacional Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA), utilizando
distintos tipos de estados iniciales del grafo: entrelazando pares de nodos a través de estados de Bell,
entrelazando todos los nodos del grafo por medio de un estado Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ), y por
ultimo, considerando la inicializacion estandar del algoritmo, en que cada nodo del grafo se inicializa como
superposicion balanceada de los estados 0 y 1. Se estudi6 el desempefio del algoritmo en grafos de orden
N = 6,10 y 16, con numero de aristas K = 2, N/2 y N — 1, considerando grafos balanceados (todas las
aristas de igual peso) y grafos con aristas de distinto peso. Cada grafo fue resuelto empleando profundida-
des del circuito cuantico iguales a 1, 2 y 3. Las soluciones obtenidas fueron comparadas con la solucién
optima encontrada a través de una busqueda exhaustiva. El algoritmo fue implementado en Pennylane, el
lenguaje de computacién cuantica de la empresa Xanadu.

En circuitos de minima profundidad [1], en el 44 % de los grafos (7 grafos), los estados de Bell mejoraron
el desempeno del algoritmo, reduciendo la distancia entre la soluciéon encontrada y solucién 6ptima en un
38 % en promedio. A medida que se aumento la profundidad del circuito, el estado de Bell comenzé a ser
mas deficiente, siendo mejor solo en un 25 % de los casos (4 grafos) con respecto al algoritmo estandar.
En dichos casos, sin embargo, el algoritmo con estado inicial de Bell fue mas lento en encontrar la solucién
final.

Por otra parte, el estado GHZ mostré mejoras considerables para circuitos de profundidad igual a 3. Al
compararlo consigo mismo, al cambiar de un circuito de profundidad 1 a un circuito de profundidad 3, se
redujo en promedio la distancia entre la solucién encontrada y la solucion éptima en un 55 %. Al cambiar
de un circuito de profundidad 2 a uno de profundidad 3, dicha reduccién fue de un 57 %, mostrando que en
circuitos de profundidad igual a 3 la inicializacion en estado GHZ mejora a mas de la mitad, con respecto a
un circuito de menor profundidad.

La inicializacién convencional result6 mejor en un 56 % de los casos, en términos de la distancia entre
la solucién encontrada y la solucion dptima. A partir de esto, se concluyé que la inicializacién estandar
del algoritmo QAOA en el problema Max-Cut sigue siendo mejor para este tipo de problemas, pero en
grafos con aristas de distinto peso se podria considerar inicializar en estados de Bell para grafos de ciertas
condiciones especificas.



Abstract

The objective of this thesis was to solve the Max-Cut problem of a graph using the variational quantum
algorithm known as the Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA). Different types of initial sta-
tes for the graph were used: entangling pairs of nodes through Bell states, entangling all the nodes of the
graph using a Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) state, and finally, considering the standard initialization
of the algorithm, where each node of the graph is initialized in a balanced superposition of states 0 and 1.
The performance of the algorithm was studied on graphs of order N = 6,10, and 16, with the number of
edges K =2, N/2, and N — 1, considering balanced graphs (all edges having the same weight) and graphs
with edges of different weights. Each graph was solved using quantum circuit depths of 1, 2, and 3. The
solutions obtained were compared with the optimal solution found through exhaustive search. The algorithm
was implemented in Pennylane, the quantum computing framework developed by Xanadu.

In circuits with minimal depth (1), Bell states improved the algorithm’s performance in 44 % of the graphs
(7 graphs), reducing the gap between the obtained solution and the optimal solution by 38 % on average. As
the circuit depth increased, Bell state initialization became less effective, outperforming the standard algo-
rithm in only 25 % of the cases (4 graphs). However, in these cases, the algorithm with Bell state initialization
was slower in finding the final solution.

On the other hand, the GHZ state showed significant improvements for circuits with a depth of 3. When
compared to itself, changing from a circuit of depth 1 to a circuit of depth 3 reduced the average gap between
the obtained solution and the optimal solution by 55 %. When changing from a circuit of depth 2 to one of
depth 3, this reduction was 57 %, showing that for circuits with a depth of 3, GHZ state initialization improves
by more than half compared to circuits with lower depths.

The conventional initialization proved to be better in 56 % of the cases in terms of reducing the gap
between the obtained solution and the optimal solution. Based on this, it was concluded that the standard
initialization of the QAOA algorithm in the Max-Cut problem remains the best choice for this type of problem.
However, for graphs with edges of different weights, initializing with Bell states could be considered for
graphs with specific conditions.



1. Introduccion

La computacion cuantica representa una de las areas mas prometedoras y desafiantes de la tecnologia
moderna. Ha experimentado avances significativos gracias a los esfuerzos de investigacion y desarrollo de

organizaciones como IBM, Google, D-Wave, Xanadu, Rigetti, entre muchos otros.

La computacion cuantica esta basada en los principios de la mecanica cuantica, como la superposi-
cién y el entrelazamiento. A diferencia de la computacion clasica, que utiliza bits como unidades basicas
de informacion, los ordenadores cuanticos emplean qubits, que pueden representar simultaneamente los
estados 0 y 1. Este comportamiento permite a los computadores cuanticos resolver ciertos problemas de
manera mas eficiente que los algoritmos clasicos conocidos, con aplicaciones potenciales en comunicacio-

nes, criptografia, optimizacion, entre otras areas (Preskill, 2018).

Uno de los lideres es IBM, es de los pioneros en el desarrollo de hardware y software cuantico. Su
plataforma IBM Quantum proporciona acceso a computadoras cuanticas a través de la nube, permitiendo
que investigadores y desarrolladores experimenten con circuitos cuanticos reales. Tienen un ordenador
cuantico basado en superconductores, es decir, qubits construidos utilizando circuitos superconductores,
donde estos circuitos deben ser enfriados casi al cero absoluto para mantener el estado cuantico, al estar
el circuito en una temperatura muy baja hace que los electrones viajen por el sin resistencia, por lo que
son "superconductores”. Esta tecnologia de superconductividad tiene el procesador Eagle lleva hasta 127
qubits, en un plataforma que puede ser utilizada tanto para aficionados como investigadores llamado Quis-
kit (IBM Quiskit, s.f). Ademas, IBM esta trabajando en arquitecturas de mayor escala, como el procesador

Condor, que apunta a superar los 1000 gqubits en los proximos afios (IBM, 2022).

Otra de las grandes empresas existentes es Google, con su sistema de aprendizaje en su plataforma
llamado Cirq, el cual permite a investigadores, ingenieros a probar sus codigos cuanticos al igual que IBM.
Recientemente Google, mas especificamente Hartmunt Neven el fundador y director de Google Quantum
Al, anuncié el 9 de diciembre de 2024 un nuevo chip llamado Willow, el cual menciona que mejord la cali-
dad del qubit en mayores cantidades. Segun se indicd, se redujo el ruido producto de la interaccién entre

qubits y con el medio ambiente. Esta reduccion del error la denominé “por debajo del umbral” (Neven, 2024).

El lenguaje de programacion empleado en esta tesis es Pennylane, implementado por Xanadu, una
empresa lider en el campo de la computacion cuantica que ha desarrollando hardware cuantico basado en

fotones, lo que quiere decir es que, los célculos de los algoritmos son realizados a través de fotones me-



diante laseres pulsados para emitir particulas de luz y son manipulados con elementos 6pticos. Pennylane
es una biblioteca de codigo abierto basada en python para disefar y simular algoritmos cuanticos o como
en este caso algoritmo hibrido cuantico-clasico. Cuenta con una gran comunidad lo que permite tener buen
soporte, tutoriales, documentacién, ademas, destacar que los algoritmos disefiados pueden ser probados
en computadoras cuanticas reales tanto como las de Xanadu como las de IBM o Google, debido a que
también es compatible con el hardware de estas instituciones, aunque esto implica un costo adicional. En
esta tesis, no se utilizé6 un computador cuantico real sino que un simulador proporcionado por la libreria de

Pennylane llamado “lightning.qubit”.

Ademas, en la computacién cuantica, se distinguen 2 tipos de computadoras; computadoras basada en
compuertas légicas que implementan algoritmos mediante el uso de circuitos cuanticos (computadora digi-
tal), donde una serie de compuertas l6gicas manipulan qubits para realizar célculos. Estas computadoras

son utilizadas por IBM y Google, entre otras.

Por otra parte, se tienen las computadoras adiabaticas donde el sistema se inicia en un estado funda-
mental D mientras se modifica gradualmente un Hamiltoniano, hasta llegar a un estado final. Estas compu-

tadoras son mayormente conocidas por D-WAVE (Dwave, s.f).

Estos dos tipos de computadoras permite resolver distintos problemas, pero su enfoque principal se
encuentra en problemas NP-hardﬂ o NP-completo, que resultan ser irresolubles de forma eficiente para
computadoras y algoritmos tradicionales o clasicos. Estos problemas pueden ser el conocido problema del
"vendedor viajero”, "de corte maximo ”, "de planificacion de tareas”, entre muchos otros problemas NP-hard.
En esta tesis se abordara el problema del corte maximo o como bien se conoce el problema Max-Cut, utili-
zando el algoritmo cuantico Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) (Bharti et al., 2022).

El QAOA es un algoritmo cuantico de tipo variacional disefiado para resolver problemas de optimizacion
combinatorial. Este algoritmo combina principios de la computacion cuantica y clasica, utilizando un circuito
cuantico parametrizado para explorar el espacio de soluciones y buscar un estado que maximice una fun-
cion de costo determinada (Farhi et al., 2014; Bharti et al., 2022).

En esta tesis, se utilizara el QAOA para resolver el problema Max-Cut en grafos con 6, 10 y 16 vértices.
El problema Max-Cut consiste en dividir los vértices de un grafo en dos subconjuntos, maximizando la suma
de los pesos de las aristas que los conectan. Se implementaran dos enfoques: el QAOA “convencional” y
una version modificada de este algoritmo. En esta Ultima, el circuito se incializa en estados de Bell (entre-

lazamiento de a pares) o en estados de Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ). Al usar estados de Bell, se

TEstado que se encuentra en un minimo de energia.
2problemas que no pueden ser resueltos por algoritmos tradicionales en tiempo polinomial.



entrelazaran aquellos nodos del grafo conectados por aristas de mayor peso (cuando se tiene un grafo en

el que no todas las aristas tienen igual peso).

El documento se encuentra organizado del siguiente modo. En la seccion [2| se describen el objetivo
general y los objetivos especificos, ademas del alcance, del presente trabajo. En la seccion 3| se resume
la metodologia de investigacion seguida durante este proyecto. Luego, en la seccién [4] se introducen los
conceptos basicos de la mecanica cuantica, necesarios para describir el algoritmo QAOA. En la seccion
se presenta en detalle el problema del corte maximo, o “problema Max-Cut”. Posteriormente, en la seccion
[6] se introduce el algoritmo QAOA para resolver el problema Max-Cut. Finalmente, en la secciones[7]y[g]se
presentan los resultados de la ejecucion del algoritmo para la resolucion del problema y las correspondien-

tes conclusiones, respectivamente.



2. Objetivos

Se busca evaluar la hip6tesis de que el entrelazamiento de nodos conectados por aristas de mayor peso
podria mejorar la eficiencia de la busqueda de la solucién éptima en el problema del corte maximo de un
grafo con aristas de distintos pesos, determinando si es conveniente comenzar con una inicializacion del

algoritmo QAOA diferente a la usual, usando estados entrelazados.

2.1. Objetivo General

El objetivo general consiste en resolver el problema Max-Cut, utilizando el algoritmo Quantum Appro-
ximate Optimization Algorithm (QAQA) con diferentes estados iniciales del circuito cuantico (estado inicial
estandar,estados de Bell y estados GHZ), evaluando el desempefio en términos de la distancia entre la

solucién encontrada y la solucién éptima del problema.

2.2. Objetivos Especificos

1. Evaluar el impacto de la profundidad del circuito cuéntico en la calidad de las soluciones obtenidas y
el tiempo de convergencia requerido para encontrar una soluciéon en cada forma de inicializacion del

algoritmo, considerando profundidades p = 1,2y 3.

2. Analizar el comportamiento de cada inicializacién del algoritmo en grafos balanceados (todas las
aristas con peso 1) y no balanceados (aristas de distinto peso), en términos de la calidad de las

soluciones encontradas y el numero de iteraciones requeridas.

3. Determinar en qué casos es conveniente inicializar el algoritmo en un estado entrelazado (Bell o GHZ)

a fin de mejorar la eficiencia de la blsqueda de una solucién al problema del corte maximo.

2.3. Alcance

Los algoritmos cuanticos desarrollados, fueron investigados y ejecutados utilizando el simulador cuanti-
co “lightning.qubit” de la biblioteca PennyLane. Este simulador funciona en un computador clasico y permite
simular un circuito cuantico en algoritmos que involucren un nimero reducido de qubits. Los algoritmos de-
sarrollados, sin embargo, si pueden ser ejecutados en computadores cudnticos reales. Esto Gltimo requiere
de permisos para el uso del hardware cuantico (Xanadu tiene un computador foténico). En este trabajo,
se utiliz6 el simulador de PennyLane para evaluar el rendimiento del algoritmo QAQA en la resolucion del

problema Max-Cut de un grafo con distintos tipos de estados iniciales.



3. Metodologia de Investigacion

En esta tesis se realizaron simulaciones computacionales, para estudiar el desemperfio del algoritmo
QAOA al resolver el problema del corte maximo de un grafo con distintos estados iniciales. La planificacion
seguida a lo largo del semestre para la elaboracion de la tesis se detalla en el anexo A continuacion,
se describen los pasos de la metodologia de investigacion, describiendo cada una de las actividades reali-

zadas en cada etapa.

3.1. Etapas de la investigacion

1. Definicion del problema y planteamiento del algoritmo: Formulacién del problema de optimizacion
combinatorial cuadratico Max-Cut como un problema de maximizacién de la energia de un cierto
Hamiltoniano de costos. El objetivo fue traducir el problema clasico a un formato que pudiera ser
abordado mediante un circuito cuantico y un proceso de optimizacién clasico. Para esto se realizaron

las siguiente actividades.

= Revision bibliografica para entender los fundamentos teéricos del problema Max-Cut y el algorit-
mo QAOQA.

= Formulacion matematica del problema Max-Cut, considerando grafos con pesos balanceados y
no balanceados.

= Planteamiento del ansatz del algoritmo QAQOA, esto es, la parametrizacion del circuito a través

de la cual se busca una solucién dentro del espacio de Hilbert.

2. Diseio e Implementacion del algoritmo QAOA:EI disefio incluy6 configuraciones especificas para
los estados iniciales y los tipos de grafos a analizar. En esta etapa se desarrollaron las siguientes

actividades.

= Generacién de grafos balanceados y no balanceados (con pesos 1y 0.3), considerando distinto
numero de nodos y aristas.

= Desarrollo del circuito cuantico parametrizado, incorporando la inicializacion estandar y las ini-
cializaciones alternativas (Bell y GHZ).

= Implementacion de funciones para variar la profundidad del circuito (nimero de pasos), probando
configuraciones con profundidades 1, 2 y 3.

= Implementacion de 1000 shots (cantidad de veces que el circuito se repite) para mejorar los

resultados probabilisticos del sistema cuantico.



= Validacién del disefio del circuito mediante pruebas iniciales controladas (grafos con pocos nodos

y aristas, verificando que cada algoritmo converja a la solucién dptima).

3. Simulaciones y experimentos: Esta etapa fue clave para generar los datos necesarios para el anali-
sis. Se realizaron simulaciones del circuito cuantico, explorando como las diferentes configuraciones

afectaban los resultados. Las actividades de esta etapa fueron las siguientes.

= Ejecucion de simulaciones para cada inicializacién (estandar, Bell y GHZ), tipo de grafo (balan-

ceado y no balanceado) y profundidad del circuito (1, 2 y 3).

= Comparacién de los resultados obtenidos con las soluciones 6ptimas, calculadas mediante una

blusqueda exhaustiva en el espacio de soluciones.

= Registro de métricas de desempeno (precision de las soluciones, tiempo de ejecucién y la efi-

ciencia computacional).

4. Analisis de resultados: El andlisis de los datos obtenidos permitié extraer conclusiones generales
respecto al comportamiento del algoritmo QAOA a través de las actividades que se describen a con-

tinuacion.
» Evaluacion de las métricas registradas en las simulaciones, identificando los casos en los que
cada inicializacion tuvo un mejor rendimiento.
» Comparacion del desempeno del QAOA segun el tipo de grafo y la profundidad del circuito.
= Visualizacién de los resultados mediante graficos y tablas.

= Interpretaciéon de los resultados para identificar ventajas y limitaciones de las configuraciones

iniciales y del algoritmo en general.

5. Conclusiones: En esta Ultima etapa, se integraron las principales observaciones del proceso de

analisis de datos. Las actividades de esta etapa se describen a continuacion.
= Se resaltan las ventajas de cada configuracion inicial y las condiciones bajo las cuales estas
fueron mas efectivas.

= Elaboracion de recomendaciones para futuros trabajos.

3.2. Liberia Pennylane y codigos desarrollados

Como se ha mencionado, Pennylane es una biblioteca de codigo abierto basada en Python. Por esta
razon se utilizé un compilador de Python, especificamente Jupyter, en el editor de codigo fuente Visual
Studio Code. Para mas detalle, se pueden encontrar los codigos en el siguiente enlace|.https://github.
com/NICOSPREAM/Algoritmos-Cuanticosl


.https://github.com/NICOSPREAM/Algoritmos-Cuanticos
.https://github.com/NICOSPREAM/Algoritmos-Cuanticos

4. Conceptos basicos de Mecanica Cuantica

4.1. Estados Cuanticos

4.1.1. Estados Puros

Un estado cuantico de dimension finita es un vector |¢)) perteneciente a C™, en donde C es el campo de
los complejos y n es la dimension (compleja) del espacio vectorial (es decir, el espacio tiene dimension real
igual a 2n). El caso mas simple es de un qubit, el cual puede verse como un elemento de C2. Por lo tanto,

representamos el estado de un qubit como

a
|¢>_(), a,beC. (1)
b

Notar que hemos representado un vector 1; € C? usando la notacién de Dirac |¢). De esta manera, en
general, |v) € C™ sera un vector columna de n componentes complejas. Siguiendo la notacion de Dirac,
a los vectores los llamaremos “kets”. Por otra parte, si transponemos un vector |¢) y luego lo complejo-
conjugamos obtenemos lo que se conoce como “bra”, (v|. Por ejemplo, el “bra” correspondiente al “ket”

es
wi=(a ), (@)

en donde a, b son los coeficientes a y b complejos-conjugados. Consideremos el caso de un qubit, y los

siguientes estados

ww(ﬁ “ﬁ . (@l0) = ae+ bd. (4)

Esto dice que, en el caso general, |¢) (¢| es una matriz de n x n componentes complejas (un operador) y

que, en cambio, (¢|¢)) es un escalar.

Los estados cuanticos, sin embargo, no son “vectores cualquiera” dentro del espacio de Hilbert, sino que



son vectores normalizados (es decir, viven dentro de una esfera). Para el caso del qubit (), esto significa

que
jaf? +[b* = 1. (5)

Por lo tanto, podriamos parametrizar el estado del qubit diciendo que
a=e%cos(0/2) , b=e?sin(0/2), (6)

en donde 6 € [0,7] y »,¢ € [0,27] son dos fases cualquiera. Notar que, hasta el momento, tenemos 3
parametros lo cual significaria que el espacio de Hilbert de un qubit tiene dimension real igual 3 (y no igual
a2n = 4, n = 2), es decir, se pierde una dimensién por la normalizacion. Ademas, debemos identificar a
todos los vectores que difieren tinicamente por la multiplicacion de una fase global, es decir, si [v) = €% |w),
entonces los vectores |v) y |w) representan al mismo estado, debido a que una multiplicacion de una fase
global no afecta los resultados medibles del sistema cuéntico, por lo que ¢’ puede ser eliminado. Esto
reduce un grado de libertad. Por lo tanto, un estado |¢)) € C™ vive en un espacio de dimension 2n — 2 (se
resta un grado de libertad por la normalizacion y otro por la identificacion de la multiplicacién por una fase

global). Asi, un qubit puede parametrizarse eligiendo a = cos(6/2) y b = sin(#/2)e*®, es decir, el qubitse

|4)) = cos (Z) 0) + €% sin (Z) 1),

en donde 6 es el angulo polar y ¢ el angulo azimutal de una esfera de radio 1, conocida como esfera de

puede escribir como

Bloch. Los estados puros estan localizados en la superficie de la esfera, como se puede observar en la

figura[i] Los vectores |0) y |1) son vectores de una base cualquiera de C2.



|1

Figura 1: Representacion de la esfera de Bloch de un qubit.

Todo lo que se ha sefalado es valido para describir estados puros. Ademas de éstos, existen los estados

mezcla, que son representaciones estadisticas de los estados cuanticos (Nielsen y Chuang, 2010).

4.1.2. Estados mezcla

Los estados mezcla se describen mediante matrices densidad p, que son operadores Hermiticos, posi-
tivos y con traza (suma de los elementos de la diagonal principal de la matriz) igual a 1. Un estado mezcla

p puede escribirse como

p= sz‘ |Pi) (Yl s

donde p; son probabilidades, ), p; = 1,y |1/;) son estados puros. Los estados mezcla combinan incertidum-
bres clasicas con incertidumbres cuanticas. En cambio, los estados puros reflejan incertidumbre puramente
cuantica. En el caso de un qubit, los estados mezcla corresponden a puntos en el interior de la esfera de
Bloch.

4.1.3. Superposicion

La superposicion es una de las principales propiedades de un sistema cuantico, lo que significa que
el sistema puede existir simultdneamente en multiples estados posibles. Es decir, cualquier combinacién
lineal (normalizada y con identificacion de una fase global) de estados también es un estado posible del
sistema cuantico. En computacioén cuantica, un qubit se escribe como combinacion lineal de los estados de
la base computacional [0) y |1),

V) = alo) + A|1).



Esto significa que el qubit esta en los estados 0 y 1 “al mismo tiempo”, hasta que se realice una medicién
u observacion del qubit. Por otra parte, recordar que |a|> + |3|> = 1. Como se verd mas adelante, |a|? es
la probabilidad de medir el qubit y obtener el resultado “0”, mientras que |b|? es la probabilidad de obtener
el resultado “1”. Por lo tanto, la condicién de normalizacién nos dice que la suma de probabilidades debe
sumar 1. A diferencia de los estados clasicos donde un bit debe ser estrictamente 0 o 1, en la superposicién,

puede tomar ambas opciones “simultaneamente” (Nielsen y Chuang, 2010).

4.2. Espacio de Hilbert

Formalmente, el espacio C" es un espacio de Hilbert de dimension finita, pues es un espacio vectorial
dotado de un producto interno sesqui-lineal. Por lo tanto, a veces escribiremos C* = H. Esto es importan-
te para definir conceptos clave como la norma de un vector y la ortogonalidad entre vectores (Nielsen y
Chuang, 2010).

4.2.1. Producto interno

El producto interno (v|w) es una funcion que toma dos vectores |v) y |w) y retorna un nimero complejo.

Para que el producto interno sea valido, deben satisfacerse las siguientes tres propiedades:

1. Linealidad en el segundo argumento: V {|¢;) € H,v; € C}y |[V) e H
N N
VIY vl =D (Vi)
1=1 =1

2. El conjugado del producto interno cambia el orden de los elementos (simetria conjugada o propiedad
Hermitica): V |V) , |W) € H,

(VIw) = (W | V).
3. Es positivo, definido: V |V) € H,

(VIV) >0 conigualdad solo si |V) es el vector nulo.

El producto interno define una norma (largo) de un vector. Para un vector |w) en el espacio de Hilbert

‘H, la norma se define como la raiz cuadrada de su producto interno:

[w[l = v/ {w | w).
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4.2.2. Bases Ortonormales (ONB)

Una base de un espacio vectorial V' (definido sobre un campo K) es un conjunto de vectores que debe

cumplir dos condiciones importantes:

= Conjunto Generador: Un conjunto de vectores
B ={vi,v9,...,0,} €V,

es un conjunto generador para un espacio vectorial V' si cualquier vector en V' puede expresarse como
una combinacion lineal de estos vectores. Es decir, Vv € V, existen escalares {a1,ag,...,an} € K

tales que:
n
v = Z ;5.
=1

Esto implica que el conjunto B genera al espacio V. A veces, suele escribirse V' = span(B) para

indicar que B genera al espacio V.

= Independencia Lineal: Un conjunto de vectores {v;,vs,...,v,} en V es linealmente independiente
si ninguno de ellos puede escribirse como una combinacion lineal de los demas. Esto significa que, si
planteamos la ecuacién

aivy + agva + - -+ + apv, =0,

endonde {aj,as,...,a,} € K, la Gnica solucién es aquella en que todos los escalares deben ser cero
(solucion trivial):

a1 =ay=---=a, =0.

= Un conjunto ortonormal: Es un conjunto de vectores {v;,vs,...,v,} en un espacio vectorial V' que

tiene un producto interno y satisface dos condiciones:

+ Ortogonalidad: Esto significa que el producto interno entre cualquier par de vectores distintos

es cero:
(vi |v;) =0, V(i #j).

» Normalizacion: Esto significa que el producto interno de un vector consigo mismo tiene norma
unitaria, es decir,

(vi [vi) =1, Vi

Tener un conjunto de vectores ortonormales simplifica los calculos en el espacio vectorial, ya que
cualquier vector en V puede expresarse como una combinacion lineal de los vectores de la base, y

sus coeficientes son los productos internos del vector con cada uno de los vectores de la base. A partir

11



de una base cualquiera, se puede generar una base ortonormal usando un procedimiento conocido

como proceso de Gram—Schmidt, el cual se detalla en el anexo|9.4

4.3. Observables

En computacion cuantica, un observable es una cantidad fisica que se puede medir en un sistema
cuantico. Los observables describen cantidades fisicas medibles, como la energia, el momento o el spin de

un electron (Mermin, 2007).

Los observables se representan como operadores lineales Hermiticos (matrices Hermiticas) que actdan
en el espacio de Hilbert. Entonces, si O es un observable, O |¢) (la accion de la matriz sobre el vector)
es otro vector en el espacio de Hilbert. El escalar (¢)|O|vy) es el valor de expectacion del operador O en el
estado [).

Un operador O es Hermitico si satisface esta simple condicion:

0= 0",

donde OT es la matriz transpuesta conjugada de O. Esto significa que para cualquier par de vectores |v)

y |w) en el espacio de Hilbert, se cumple lo siguiente:

{v|Olw) = (w|O|v)

La Hermiticidad asegura que los valores propios del operador sean nimeros reales.

4.4. Mediciones Cuanticas

Nielsen y Chuang (2010) describe el postulado de la medicion cuantica o “colapso de la funcién de

onda”, de la siguiente manera:

Las mediciones cuanticas se describen mediante una coleccién de operadores de medicion
{M,,}. Estos operadores actlian sobre el espacio de estados del sistema que se esta midiendo,

y el indice m corresponde a los posibles resultados de la medicion.

Las matrices M,,, son operadores de medida, asociadas al resultado m de la medicién. La matriz £, =

M} M, es una matriz positiva, que satisface la relacion de completitud

ZEm =1.

m
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Las matrices de medicién M,,, permiten describir el efecto de la medicioén sobre el sistema y la matriz E,,
permite describir las probabilidades de obtener el resultado m. Si el sistema cuantico esta en el estado |¢)

antes de la medicion, la probabilidad de obtener el resultado m al medir esta dada por:

p(m) = (Y| Enli).

De aqui se ve que la relacion de completitud significa que las probabilidades suman 1. En efecto,

> p(m) =D (W|Em|v) = @] > Enlt) = (@[1]e) = (v) = 1. (7)
Como se indica, las matrices de medicién (M,,) permiten describir el colapso del estado. En efecto, al
obtener el resultado m, el estado del sistema colapsa a:

_ M)

%) o)

~—

A este postulado se le conoce como postulado del colapso. Por ejemplo, la mediciéon de un qubit en la base

computacional {|0),|1)}. En este caso, los operadores de medicion son matrices proyectivas:
Mo = |0)(0], My = [1){1].

Una matriz proyectiva A satisface la condicién 42 = A. Por lo tanto, en este caso, Ey = MJMO =Myy
Ey = MM, = Mj. Para un estado |[¢) = a|0) +b|1), las probabilidades de obtener los resultados 0 y 1 son,

respectivamente:

(| Mg Mov) = (1]0) (0]¢) = |af?, (8)
p(1) = (YIM]Mi|p) = (|1) (1) = [, 9)

|

—~
(=)

=
Il

Si al medir se obtiene el resultado 0, el sistema colapsaria al siguiente estado:

s Moltp) _10) (0] [¢) _ [0)a _
VIS~ e

Esto muestra que si al medir se obtiene el resultado 0, el sistema colapsa desde el estado inicial |¢) al
estado |0). Algo analogo ocurre cuando se obtiene el resultado 1, en cuyo caso es facil ver que el estado

colapsaria al estado |1).
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4.5. Productos Tensoriales

El producto tensorial es una forma de unir espacios vectoriales para formar espacios mas grandes. Esta
propiedad es crucial para entender como funciona el entrelazamiento y genera una vision un poco mas

clara acerca de como dos o mas qubits se encuentran unidos.

Suponga que se tiene un espacio de Hilbert H 4 de un sistema A y un espacio de Hilbert Hp de un
sistema B, el producto tensorial de los espacio se denota como H4 ® Hp y €s un espacio de Hilbert que

representa a la combinacion del sistema conjunto AB (Nielsen y Chuang, 2010).

Si|1) € Ha y |0) € Hp son los estados de los subsistemas, el estado conjunto € H 4 ® Hp se escribe

como:

1) ®10) = [10) .
Por ejemplo, suponga que se trabaja con dos espacios vectoriales 'y W, cuyos vectores estan definidos
como:

1 3
vy = eV, |w)= e W.
2 4

El producto tensorial entre |v) y |w) se calcula como:

1-3 3
1 3 1-4 4

v} © |w) = ® = =
2 4 23 6
2-4 8

Esto muestra que al hacer el producto tensorial entre dos espacios (o de dos vectores) la dimensién del
espacio total se incrementa, pues corresponde a la multiplicacién de las dimensiones de los subespacios
(es decir, en general, la dimensién del espacio total aumenta exponencialmente con el nimero de subespa-
cios o subsistemas). Por esto, el espacio de Hilbert de n particulas (o n» qubits en lenguaje computacional)
tiene dimensioén 2™. Por ejemplo, si tenemos un “g-byte” (8 qubits), el espacio de Hilbert de las 8 particulas
tiene dimension 28 = 256.
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Ademas, el producto tensorial debe satisfacer las siguientes propiedades basicas:

1. Para un escalar z y vectores |v) € V' y |w) € W, se cumple la siguiente propiedad:
z(|v) @ [w)) = (2[v)) @ [w) = [v) ® (2]w)).

Esta propiedad establece que el producto tensorial respeta la multiplicacion por escalares, lo que sig-

nifica que el escalar puede aplicarse a cualquiera de los dos vectores sin alterar el resultado.

Por ejemplo, si se multiplica |v) por un escalar z = 2, se obtiene:

z(|v>®|w)):2-

o O e W
oo

Esto es equivalente a aplicar el escalar z al vector |v) antes del producto tensorial:

2-3 6
2 3 2.4 8
(2]0) ® |w) = ® = =
4 4 4-3 12
4.4 16

2. Para vectores |v1), [v2) € V' y |w) € W, se cumple:
(lor) + |v2)) ® |w) = |o1) @ |w) + [v2) @ [w).

El producto tensorial es distributivo respecto a la suma de vectores en el primer espacio V. Esto sig-

nifica que la suma puede calcularse primero y luego aplicarse el producto tensorial, o viceversa.

1 0
Por ejemplo, suponga que |v;) = Yy |lva) = . Si se calcula la suma de estos vectores:
2 1

1
[v1) + |v2) = + =
2 1
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El producto tensorial distribuye sobre esta suma:

1-3 3
3 1-4 4
(lo1) +v2) ) ® |w) = ® = =
3-3 9
3-4 12

Esto es equivalente a distribuir el producto tensorial:

(lor) + v2) ) ® [w) = (1) @ Jw) ) + ([v2) © |w) ),

donde:
3
1 3 4
[v1) ® [w) = ® = ;
2 4 6
8
y:
0
0 3 0
y@lwy = ||| =
1 4 3
4
Sumando ambos resultados:
3 0 3
4 0 4
—|— =
6 3 9
8 4 12

4.6. Entrelazamiento

El entrelazamiento cuantico es un fenémeno de la mecanica cuantica en el cual dos o més particulas
se encuentran en un estado tal que la descripcién del estado de una particula no puede hacerse indepen-
dientemente del estado de la otra, incluso si las particulas estan separadas por grandes distancias. Esto
significa que las propiedades de una particula estan fuertemente correlacionadas con la de la otra, de modo
que conocer el estado de una nos proporciona automaticamente informacién sobre el estado de la otra, sin

importar la distancia entre ellas.

Matematicamente, un estado entrelazado de n particulas, |¥), es un estado que no se puede factorizar

como el producto tensorial de estados de cada particula individual. En otras palabras, si el estado de las n
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particulas se puede escribir como el producto de los estados individuales de cada particula,

W) =) @), ©...@),, (10)

entonces el estado | V) se dice separable o no-entrelazado. Cuando hay dos particulas, un conjunto de 4
estados entrelazados esta formado por los estados conocidos como “estados de Bell” (Bell, 1964; Zeilinger,
2002), muy importantes en protocolos de comunicacion, criptografia, teleportacién cuantica, entre otros.

Son los siguientes:

[Boo) = [) = —([00) + 1) (1)
Bo) = [07) = —=(00) ~ 1) (12)
Buo) = |94) = —(01) + [10)) (13)
Bu) = 197) = 5 (101) = |10) (14)

Un estado entrelazado de n particulas es el estado GHZ, o de Greenberger-Horne-Zeillinger , definido
como:
0); @0), ®...®10), +[1); ®[1),®...®[1), |00...0) +[11...1)

GHZ) = v - N , (15)

es decir, corresponde a una superposicién de dos estados: en el primero todas las particulas estan en el
estado |0) y en segundo en el estado |1) (Greenberger et al., 2007).

El entrelazamiento cuantico es crucial para el desarrollo de tecnologias emergentes como la compu-
tacion cuantica, que aprovecha las correlaciones entre particulas entrelazadas para realizar calculos mucho

mas rapidos y eficientes que los que podrian lograrse con la computacion clasica.

4.7. Evolucion de estados: operadores unitarios

La evolucion en el tiempo de un estado cuantico esta dictada por la ecuacion de Schrodinger,

)
i 1) = H ), (16)
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en donde el operador H es el Hamiltoniano (la energia del sistema) y & es la constante de Planck. La

solucién a la ecuacion de Schrodinger esta dada por

() =U @) [4(0)), (17)

en donde |y (t)) representa el estado en el tiempo ¢, [)(0)) es el estado inicial del sistema cuantico y U(t)
es un operador unitario generado por el Hamiltoniano del sistema que, al aplicarse sobre estado inicial,
genera el estado al tiempo ¢, |¢(¢)). Cuando el Hamiltoniano no depende del tiempo, el operador U(t)

puede escribirse como una exponencial compleja
U(t) = exp{(—i/h)H - t}, (18)

lo cual muestra que las soluciones son de tipo ondulatorio (ya que una exponencial compleja puede escri-

birse como suma de senos y cosenos). Un operador U es unitario cuando satisface

Uty =uvut =1.

Un operador unitario tiene la importante propiedad de conservar la norma de los vectores sobre los que
actda. Si |¢) es un vector en el espacio de Hilbert, entonces ||U|¢)|| = |||¥)]]- En la computacién cuantica,
los operadores unitarios describen las evoluciones de los estados cuanticos a través de las compuertas

cuanticas de un circuito, las cuales son todas unitarias (Mermin, 2007).

4.8. Circuitos y compuertas cuanticas

Un circuito cuantico es una secuencia de compuertas légicas aplicadas sobre un conjunto de qubits. En
un circuito, los qubits se representan como “buses” o lineas del circuito, mientras que las compuertas se
representan como cajas, con entradas y salidas. Las compuertas representan operaciones unitarias ejecu-

tadas sobre los qubits, lo que significa que modifican su estado de forma unitaria.

Existen compuertas que operan sobre un solo qubit y otras que operan sobre dos qubits. Estas com-
puertas se utilizan para implementar ciertas operaciones cuanticas, como rotaciones sobre un eje hasta

entrelazamiento.

4.8.1. Compuertas de un solo qubit

Las compuertas que actlan sobre un solo qubit realizan transformaciones unitarias que pueden repre-
sentar mediante matrices de 2 x 2. Las compuertas més utilizadas son las siguientes (Nielsen y Chuang,
2010):
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1 Compuerta Hadamard (H):

- 1 (1 1
V21
2 Compuerta Pauli-X (X):
0 1
X =
1 0
3 Compuerta Pauli-Y (Y): i
0 —1
Y =
i 0
4 Compuerta Pauli-Z (2): i
1 0
Z =
0 -1

5 Rotaciones: realiza rotaciones en la esfera de Bloch, en particular, ocupa tres importantes rotaciones
gracias a las matrices de Pauli que se vieron anteriormente, estas se definen como: R, (), R, (), R.(0)

cuyo subindice indica el eje de rotacion. Se definen de la siguiente manera:
* Rotacioén Eje X

9 0

. 2] 2] COS 3 —18in &
R, (0) = e 13X = cos =T —isin =X = 2 2
2 2 —isin g cos %
 Rotacién Eje Y
) 0 0 cos? —sin?
R,(6) =3 =cos—] —isin=Y = 2 2
2 2 sing cosg
» Rotacion Eje Z
0 0 e7iE 0
R.(0) = e 137 = cos =1 —isin-Z =
2 2 0 ei%

Las compuertas H, X, Y, Z ademas de ser unitarias son Hermiticas. Esto significa que H?> = X? =Y? =

Z? = 1, de modo que si en un circuito se aplican dos veces de modo consecutivo no alteran el estado inicial.
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4.8.2. Compuertas de dos qubits

Compuerta U-controlada: si el qubit de control esta en el estado |0), no se realiza ninguna operacion
sobre el qubit objetivo. En cambio, si el control esta en el estado |1), el qubit objetivo se modifica, aplicandole
el operador unitario U, es decir, su estado cambia segun [¢) — U |¢)). Se puede ver representado en
la siguiente figura |2l Uno de los mas utilizados y que se ocupan en este trabajo es la Compuerta CNOT
(Controlled-NOT) o negacién controlada, que aplica la misma légica. Sin embargo, para denotar la negacion

controlada en el circuito se realizara como se ve en la figura[3|

qo:

gl: — U —

Figura 2: Representacion grafica del funcionamiento del U-controlada. La linea superior es el qubit de
control y la linea inferior el qubit objetivo.

qo0:

ANV,
Figura 3: Representacion de la compuerta CNOT. La linea superior representa el qubit de control y la linea

inferior el qubit objetivo.

En términos matriciales, la compuerta C-NOT se representa en la base computacional a través de una

matriz unitaria de 4 x 4,

CNOT = (19)

SO O O =
= e =
= o o O
oS = O O

Por ejemplo, si se considera la accion de la compuerta CNOT sobre el estado de dos qubits, en el que

el qubit de control est4 en el estado |0), y el qubit objetivo en un estado general @ |0), + b|1),, es decir,
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sobre el estado producto |¥) = [0) (a|0), + b|1),), Se obtiene:

1 0 0 O a a
01 0 0 b b
CNOT |¥) — = = |T) (20)
0 0 0 1 0 0
00 1 0 0 0

Esto muestra que la compuerta no realiza ninguna accion sobre el qubit objetivo (pues el control esta
apagado). En cambio, si se considera la accion de la compuerta sobre el mismo estado, pero ahora con el

qubit de control en el estado |1) ., es decir, sobre el estado producto |V) = [1). (a|0), +b][1),), Se obtiene:

1 0 00 0 0
01 00 0 0
CNOT |¥) — = =1 (b]0) +all)y), (21)
00 01 a b
0010 b a

lo que muestra que el qubit objetivo fue ahora “negado”, es decir, se intercambiaron los coeficientes a y
b. La compuerta CNOT es una compuerta que permite entrelazar dos qubits y son dificiles de construir
en la practica. Informalmente, se podria decir que el CNOT es el analogo cuantico al transistor (Nielsen y
Chuang, 2010).

5. Problema Max-Cut

En esta tesis se considera el problema Max-Cut, un problema clasico de optimizacién combinatorial que
es NP-Hard o NP-Completo y tiene grandes aplicaciones en diversas areas como clustering, disefos de
VLSE]y en fisica estadistica (IBM, 2023).

Sea G = {V, E'} un grafo formado por vértices pertenecientes al conjunto de vértices V, unidos por aris-
tas que pertenecen al conjunto de aristas E. El numero de nodos (orden) de G esta dado por N = |V|. El
grado de cada nodo corresponde al nimero de vecinos. En este trabajo, se consideran grafos no-dirigidos

y K —regulares.

El problema Max-Cut es un problema clasico de optimizacion en teoria de grafos que consiste en parti-

cionar o cortar el grafo en dos subconjuntos de nodos disjuntos S y 7', de modo que se maximice el peso

3Proceso para crear circuitos integrados con mltiples transistores en un solo chip.
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total de las aristas que conectan un vértice en S con un vértice en T. A cada nodo v € V se le asocia
una variable binaria x,, € {1,—1} (Goemans y Williamson, 1995). De este modo, el objetivo consiste en

maximizar la funcién de costos:

donde:

= (u,v) € E denotan las aristas del grafo G.

m 0 < wyw < 1eselpesodelaarista (u,v) € E.

oz, 2, € {-1,1}.

Una forma trivial de resolver el problema Max-cut consiste en enumerar todas las posibles soluciones y
luego buscar aquella(s) que tiene(n) el mayor nimero de cortes, donde el criterio de corte viene dado por:
Si z,, # z, se realiza el corte, en caso contrario z,, = =, no se realiza el corte. A este procedimiento se le

dird busqueda exhaustiva. Para un grafo de tamafio NN, la lista de posibles soluciones tiene 2"V elementos

de manera que el tiempo de ejecucion crece exponencialmente con el tamano del grafo (Bharti et al., 2022).

En la figura[4] se presenta un grafo de orden N = 5y grado K = 2, cuyos pesos son todos iguales a 1.
Las posibles 2 = 32 soluciones del grado y sus correspondientes costos se enumeran en la tabla que

resume todos los bitstrings posibles.

Ejemplo 1: Grafo original

/ 1 —

Figura 4: Grafo G no-dirigido y regular, de tamafio N = 5 y grado K = 2, en donde todas las aristas tienen
el mismo peso, w(; ;) = 1 Y(i,j) € E.
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ry | 22 | 23 | w4 | x5 | C(21, 20, 73,24, 25)
1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 -1 2
1 1 1 -1 1 2
1 1 1 -1 ] -1 2
1 1 -1 1 1 2
1 1 -1 1 -1 4
1 1 -1 ] -1 1 2
1 1 1011 2
1 -1 1 1 1 2
1 -1 1 1 -1 4
1 -1 1 -1 1 4
1 -1 1 -1 ] -1 4
1 -1 ] -1 1 1 2
1 -1 ] -1 1 -1 4
1 -1 -1 ] A1 1 2
1 -1 -1 -1 2
-1 1 1 1 1 2
-1 1 1 1 -1 2
-1 1 1 -1 1 4
-1 1 1 -1 ] -1 2
-1 1 -1 1 1 4
-1 1 -1 1 -1 4
-1 1 -1 -1 1 4
-1 1 -1 -1 -1 2
-1 ] -1 1 1 1 2
-1 ] -1 1 1 -1 2
-1 ] -1 1 -1 1 4
-1 ] -1 1 -1 ] -1 2
10 -1 A1 1 1 2
101 A1 1 -1 2
1011 1 2
= I N O R O 0

Tabla 1: Tabla con todas las combinaciones de z1, z2, 3, 24, x5, donde sus soluciones son {1,3 € T},

{2,4,5 € S}.

En la tabla[{] se observa que existen diez soluciones (destacadas en amarillo), correspondientes a los
bistrings “11-11-1" , “1-111-1", “1-11-11”" “1-1-1-1"*“1-1-11-1" “A111-11" 111117 111117 111117 “1-
11-11” que definen un total de C' = 4 cortes. Para cada solucién, los nodos 1 y 3 se agrupan en un mismo

subgrupo (S) mientras que los nodos 2, 4, 5 en segundo subgrupo (7). Las soluciones se representan

gréficamente en la figura[g
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Ejemplo 1: Max-Cut

Figura 5: Solucién del grafo de orden N =5y grado K = 2.

6. QAOA para Max-Cut

6.1. Historia del algoritmo Quantum Approximate Optimization Algorithm

El Algoritmo QAQA es una innovacién reciente en el campo de la computacién cuéntica, disehado pa-
ra abordar problemas de optimizacién combinatorial de alta complejidad. Su desarrollo se remonta al afio
2014, cuando Edward Farhi (2014) y sus colaboradores presentaron por primera vez este algoritmo como
una alternativa a los métodos clasicos, que enfrentan dificultades exponenciales en su tiempo de ejecucion
para grafos complejos. El QAOA combina principios de la mecanica cuantica, como la superposicion y el

entrelazamiento, con optimizacién clasica para encontrar soluciones aproximadas eficientes en problemas

de gran tamafno.

El disefio del QAOA esta inspirado en la computaciéon cuantica adiabatica, donde un sistema permanece
en el estado fundamental mientras un Hamiltoniano evoluciona lentamente. Sin embargo, QAOA adopta un
enfoque no adiabéticcﬂ mas adecuado para dispositivos cuanticos ruidosos y de escala intermedia (NISQ,
por sus siglas en inglés), permitiendo una implementacion mas practica dada las tecnologias actuales
(Preskill, 2018). La estructura basica del algoritmo alterna entre la aplicacion de una operacion unitaria
asociada a un Hamiltoniano de costo, que codifica la funcién objetivo del problema, y una operacién unita-
ria asociada a un Hamiltoniano mezclador, que explora el espacio de soluciones posibles (Farhi et al. ,2014;
Hadfield et al., 2019). La funcion de costos del problema Max-Cut se puede mapear a un Hamiltoniano (tipo

modelo de Ising), facilitando su implementacién mediante QAOA (Lucas, 2014).

4Denominado cominmente como computacion basada en compuertas logicas.
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El QAOA se ha utilizado ampliamente en simuladores y hardware cuantico para resolver problemas co-
mo el Max-Cut, asignacion de recursos y clustering. Ademas, investigaciones recientes han explorado su
uso en areas como el aprendizaje automatico y la preparacién de estados cuanticos (Hadfield et al., 2019).
Aungue su capacidad para superar a los algoritmos clasicos aln esta en investigacion, el QAOA representa

un paso clave para realizar un proceso mas practico en la computacién cuantica.

6.2. Algoritmo Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA)

Dada la complejidad del problema, los métodos clasicos para resolverlo tienen limitaciones en términos
de tiempo de ejecucién y precision cuando se aplican a grafos de gran tamano, debido a su complejidad
exponencial O(2") (n denota el nUmero de nodos grafo). Esto hace que sea muy complicado encontrar una

solucion cercana a la solucion éptima en un tiempo razonable.

En este contexto, se explora el uso del Quantum Approximate Optimization Algorithm, una de las técni-
cas en la computacién cuantica para abordar problemas de optimizacion combinatorial. QAOA utiliza una
combinacién de circuitos cuanticos parametrizados, aprovechando el principio fundamental de la superpo-
sicién cudantica para la exploracion de multiples soluciones simultdneamente, ademas, de métodos clasicos

de optimizacién para aproximar a la solucién éptima del problema Max-Cut.

El objetivo de este trabajo es desarrollar y analizar la implementacion de QAOA para resolver el pro-
blema de Max-Cut en diferentes instancias de grafos. En esta seccién, se presentaran los fundamentos
tedricos del algoritmo, detallando la construccién del Hamiltoniano de costo y el Hamiltoniano mezclador,
asi como el proceso de optimizacién de los parametros cuanticos. Posteriormente, se llevara a cabo una
serie de experimentos utilizando el simulador cuantico de Pennylane, para evaluar el rendimiento del algo-

ritmo en términos de la calidad de las soluciones y la eficiencia computacional.

6.2.1. Hamiltoniano de costo

En el algoritmo QAOA, la funcién de costo se puede mapear a un Hamiltoniano de costo H., que
es operador Hermitico que actia sobre un espacio de Hilbert. Este espacio contiene los nodos del grafo,
que son representados como qubits. Esto hace que pasemos “del mundo clasico al cuantico”. A partir de
H., se construye un operador unitario de control U. = e~ que se implementa a través de compuertas

de un solo qubit y de dos qubits (CNOT). EI Hamiltoniano de costo es:

1-2,7,
H. = _
¢ E Wy 5 , (23)
(u,v)EE
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donde

m 7.,y Z, son los operadores de Pauli-Z que actlian sobre los qubits correspondientes a los nodos u y

v del grafo.
= (u,v) € F es el conjunto de aristas del grafo.
= 0 <w,y, < 1representa el peso de la arista entre los nodos u y v.

Este Hamiltoniano se aplica sobre el espacio cuantico donde cada nodo del grafo esta representado
por un qubit. El operador Z tiene dos auto-valores posibles: +1 o —1. Si Z,, y Z, son iguales, entonces el
término 1= Z 1=Z.Z. yale cero (no hay corte de la arista que une los qubits). En cambio, si Z, y Z, son distintos,

1ZZ

entonces el término ~—%+2» vale 1 (si hay corte de la arista que une los qubits). Al sumar sobre todas las

aristas se obtiene el total de cortes.

La funcion de costos es un autovalor de H., es decir,
Helz) = C(x)|x). (24)

Consecuentemente C(z) corresponde al autovalor del Hamiltoniano de costo para el estado |x). Por ejem-
plo, si se tiene un grafo de 3 nodos, en donde cada nodo esta unido a los otros dos restantes por aristas
de distinto peso (imagine un triangulo). Si el nodo 1 se deja en un subgrupo (esta en el estado |0)) y los
otros dos nodos se agrupan en otro subgrupo (estan en el estado |1)), el estado conjunto de los 3 nodos (3

qubits) seria
) =10); @ [1); ® [1); = |011). (25)

El Hamiltoniano de costos para este sencillo grafo seria

(1= 2125) n (1= 2173) n (1- Z2Z3).

H. =
¢ 2 2 2

(26)

Al aplicar H, sobre |z) se obtiene, H. |z) = 2|x). Por lo tanto, C(z) = 2 (2 cortes) para el bitstring « = 011.
Asi, en general, C(z) representa el costo de la particion representada por el bitstring |z) en el grafo (Zhou
et al., 2020).

6.2.2. Funcion Objetivo del QAOA

El objetivo del algoritmo es maximizar el valor esperado del Hamiltoniano de costo, lo que se logra ajus-

tando los parametros de un circuito cuantico a través de un proceso iterativo. Especificamente, el algoritmo
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busca maximizar la expectativa del Hamiltoniano de costo, definido como:

maX’Y»ﬁFP("y’B) = <lz[)(73 5)|Hc|1/1(%5)>7 (27)

donde |¢ (v, 8)) es el estado cuantico del sistema a la salida del circuito cuantico (ver seccion [6.2.3), que
depende de los vectores de parametros v y 8 que se ajustan iterativamente por medio de una optimizacion
clasica de la funcién objetivo. Este valor esperado mide cuan bien una configuracion de qubits |y (v, 8)) se

aproxima a la solucién éptima del problema Max-Cut.

En este contexto, H. es el Hamiltoniano de costo que encapsula la funcién de costo del problema de
Max-Cut, y la maximizacion se realiza iterativamente ajustando los parametros del circuito cuantico del al-
goritmo QAOQA. El estado final |4 (v, 8)) es una aproximacion al autoestado del sistema que corresponde al

valor maximo de H. (Kostas, 2023).

Cada capa (layer) del algoritmo QAOA consiste en la aplicaciéon de un unitario de control seguida de la

aplicacion de un unitario de mezcla. El operador unitario de control esta definido como:

Uc(y) = e e,
donde:
= H_. es un Hamiltoniano que describe la funcién objetivo visto en la ecuacion
® ~ es un parametro variacional.

Recordar que H. es un operador Hermitico, haciendo que Uc(y) sea un unitario. El operador se imple-

menta través de 2 compuertas, la compuerta CNOT y una compuerta local az[f] (Farhi et al., 2014).

Por otra parte, el Hamiltoniano de mezcla se define como:

N
Hm = E Ox,is
=1

donde o, ; es una matriz de de Pauli X que se aplica sobre el qubit . A partir de este Hamiltoniano, definimos
el operador unitario de mezcla
Uni(B) = e "PHm,

en donde 8 es un parametro variacional que regula la intensidad de la exploracion. El Hamiltoniano de
mezcla tiene como objetivo evitar quedar en minimos locales. Esto genera transiciones entre los estados

de |0) y |1) de cada qubit. Ademas, H,, también es un operador Hermitico, lo que hace que U(j3) sea

5Esta genera una rotacién en Pauli Z en la esfera de Bloch
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unitario. Estos operadores permiten al algoritmo explorar el espacio de soluciones y encontrar los bitstrings
que optimizan la funcion de costo (Academia EITCA, 2024). Esto define el ansatz del algoritmo, es decir, la

forma en que se explorara el espacio de Hilbert para buscar posibles soluciones.

6.2.3. Circuito Quantum Approximate Algorithm (QAOA)

Este algoritmo utiliza un circuito cuantico parametrizado que alterna entre capas de operadores relacio-
nadas con el problema Max-Cut y utiliza Hamiltoniano de costo, operador de control y operador de mezcla.

Ahora se describe detalladamente su estructura y los componentes principales del circuito.

1- Inicializacion
El circuito comienza inicializando los estados cuanticos, en este apartado se tienen 3 diferentes tipos

de inicializaciones, el de superposicion, estado de Bell y el estado de GHZ.

1.1- Inicializacion en superposicion
Esta es la inicializacion mas comun en el algoritmo QAOA, donde se realiza una superposicion

balanceada de todos los qubits (Kostas et al., 2023), denotada de la siguiente manera:

donde:

* |s) es el estado de superposicién

* n es el nimero de qubits € |V]|

Este estado se genera aplicando compuertas Hadamard (H) a cada qubit en el estado inicial

(10), en la figura[6] se observa mas graficamente.

H0) = —=(10) + 1))

Sl

2

q0: — H

q0: — H

Figura 6: Representacion de la inicializacion en superposicién aplicando una Hadamard a cada qubit.

1.2- Inicializacion en estado de Bell
Los estados de Bell son un conjunto de cuatro estados cuanticos maximamente entrelazados
que forman una base ortonormal en el espacio de Hilbert de dos qubits. Cada uno de estos

estados se puede describir mediante una combinacion lineal de los estados base |00), |01), |10),
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|11) de una manera resumida se pueden escribir de la siguiente manera las inicializaciones:

Boo) = [8) = = (100) + [11) (28)
B = [97) = = (100) 1) (29)
Bio) = [94) = —=((01) + [10)) (30)
Bu) = [97) = (00~ [10)) (31)

Pero la mas comun y recurrente es la ecuacion [28]y esa es la que se utilizara en este ejercicio.
Entonces, para preparar el estado de Bell |T) = %UOO) +111)), el circuito utiliza las siguientes
compuertas cuanticas:

1. Aplica una compuerta de Hadamard (H) al primer qubit:

1

110) =

(10) +11))-

2. Aplica una compuerta CNOT al par de qubits, donde el primer qubit actia como el control y

el segundo como el objetivo:

1
2

RS

CNOT :
V2

(10) + 1)) ®10) = —=(|00) + [11)).
El circuito correspondiente se ve asi:

Circuito: H — CNOT.

Este estado de Bell entrelaza completamente los dos qubits, en la figura |7| se observa el cir-
cuito y su interaccion explicada anteriormente. El estado de Bell es util para aplicaciones de

comunicaciones cuanticas (Zeilinger, 2002; Bell, 1964).
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qo: —

ql:

S

q2:

93 — .

q4:

/AR
P

_ )
@ N

Figura 7: Diagrama del Circuito de Bell con seis qubits. Los qubits entrelazados en este diagrama serian
los siguientes ¢0 — q1;¢2 — ¢4; ¢3 — ¢5.

1.3- Inicializacion en estado GHZ
El estado GHZ es una superposicion cuantica de tres qubits o mas, en la que los qubits estan
entrelazados de manera simétrica y correlacionada. A diferencia de los estados de Bell, que
involucran dos qubits, el estado GHZ es invariante bajo la permutacion de los qubits, lo que
significa que no hay una distincién entre ellos. Las mediciones de los qubits en este estado
estan fuertemente correlacionadas, de tal manera que, al medir uno, los otros dos se determinan
automaticamente, lo que demuestra las propiedades no locales de la mecanica cuantica . El el

estado GHZ se prepara de la siguiente manera:
= Aplica una compuerta de Hadamard (H) al primer qubit:

1

H\O):ﬂ

(10) + 1))

= Aplica compuertas CNOT en cascada, donde el primer qubit actia como control para los demas:

1
V2

1
2

CNOT : —(]0) + |1)) ® |0) ® |0) = —=(]000) + |111)).

5

El circuito se ve asi para tres qubits:

Circuito: H — CNOT (1 — 2) — CNOT (2 — 3).

Este estado realiza un entrelazamiento entre todos los qubits del sistema y se puede observar

mas claramente en la siguiente figura[8] (Mermin, 2007; Greenberger et al., 2007).
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qo: — #
) > g
@ N

e
a% A

@ N

Figura 8: Diagrama del funcionamiento del circuito GHZ con seis qubits. El estado generado en este ejemplo
es el siguiente: — (/000000) + [111111)).

2- Construccion del circuito
El circuito de QAOA se construye alternando entre capas de operadores unitarios asociados con el

Hamiltoniano de costo y el Hamiltoniano de mezcla (Kostas et al., 2023).

= Capa de Costo (Uc(7)):

La capa de costo se implementa mediante el operador unitario de control
Uc(y) = e e,

Para el problema Max-Cut, cada término del Hamiltoniano se traduce en compuertas de rotacion

controladas Rz, z, se puede ver como se aplica en la figura@] en el circuito cuantico:

Ry(—2ywyy) = 7%,
aplicadas a cada par de quibit.
q0: — H
gql: — H RZ \_l/

Figura 9: Representacion del circuito con 2 qubits aplicando Hadamard y el unitario de control.

» Capa de Mezcla (U, (5)):

La capa de mezcla se implementa mediante:
Un(B) = e~ P,
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Como bien se mencioné anteriormente este realiza rotaciones alrededor del eje = en la esfera
de Bloch para cada qubit, en la siguiente figura [10] se observa su implementacién en el circuito

cuantico.:

Rx(2B) = e~ox.

ql: — H — RX

Figura 10: Representacion del circuito de dos qubits aplicando el unitario de mezcla.

= Circuito Completo:
El circuito alterna p capas de Uc(vk) Y U (Br) como se observa en la figura[11|y en la figura
se observa la aplicacién del unitario de control y de mezcla respectivamente. por lo tanto el

sistema se traduce de la siguiente manera:

-,

[¥p(7,8)) = Unt(Bp)Uc (p) - - - Unt (B1)Uc () |s) ,

donde ¥ = (v1,...,7%) ¥ 5 = (f1,...,5p) son los pardmetros variacionales del circuito.

Profundidad 1 Profundidad 2 Profundidad 3 Profundidad x

Uc(y) Un(B) ’ ‘ Uc(y)2 Un(B)2

Figura 11: Representacion de las profundidades del circuito QAOA.

- AI I RX
ql: — H A RZ N RX

Figura 12: Representacion del circuito completo de dos qubits aplicando el unitario de control y de mezcla.

} Uc(y)s Unm(B)3 1| E— a  Uc(y)x Un(B)x

3- Medicidn y optimizacion
Después de construir el circuito, se procede a medir en la base computacional y a optimizar los

parametros variacionales para encontrar la solucién 6ptima al problema.
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= Medicion:

Se mide el valor esperado del Hamiltoniano de costo H¢ en el estado |4, (7, 5)):

-, -, —

FP(’V7 B) = <¢p(’77ﬁ)| HC |1/}p(:);a B)> .

Este valor corresponde al costo asociado a los parametros 7 y 3.

» Optimizacion Clasica:
Los parametros ¥ = (y1,...,%) Y 5 = (B1,...,Bp) se ajustan mediante un optimizador clasico

-,

que maximiza la funcion objetivo F,,(¥, 3). Este proceso se realiza de forma iterativa.

= Solucidn Final:
Al final de la optimizacién, los valores dptimos de los parametros (7*, 3*) definen el estado final:

[0p (7", 57))

Este estado codifica la solucién aproximada al problema de optimizacion original, en la figura [T3]

se puede observar el procedimiento completo del circuito QAOA.

Inicializamos
parametros
y=(y1),B=(B1)

Circuito

Profundidad 1 Profundidad 2 Profundidad 3 Profundidad p Frecuencia
Inicializacién W,)
S Medicién
Superposicién
Bell Uc(y) Un(B)1 Uc(y)2 = Un(B)2 Uc(y)s Un(B)s —

Célculo

A

Optimizamos
Fo(v.B)

Objetivo
encontrado

Lt——1w— Costo Final

NO.
Actualizamos parametros I
y=(y1y2,.......) yp) . B=(B1.82......, Bp.)

Figura 13: Diagrama del procedimiento QAOA en base al problema Max-Cut
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7. Resultados

Se program6 el algoritmo cuantico usando el simulador de circuitos cuanticos de Pennylane, que tiene
una variedad de simuladores. Por defecto viene integrado el “default.qubit”, sin embargo, se utilizo “light-
ning.qubit” que es un backend de simulacién cuantica para computadores clasicos, lo que lo hace una
opcidn eficiente y optimizada para realizar simulaciones cuanticas rapidas y bajo consumo de recursos
sin necesidad de una computadora cuantica real. Esto permitié utilizar una computadora clasica (ver sus
especificaciones en anexo para hacer las simulaciones. Gracias a esto, se realizaron las siguientes

tareas:

1. Se crearon dos versiones para el algoritmo estandar, éstas son:

= Versién a: Esta version genera un grafo de manera automatica a partir de dos especificaciones:

el total de nodos N que va a tener y la cantidad de aristas K conectadas por nodo.

= Version b: Esta version recibe un grafo especifico, definido en la version a.

2. Se cre6 un codigo QAOA con inicializacion del grafo en estado de Bell, que recibe un grafo generado

por la versién a del algoritmo estandar.

3. Se creo un cédigo QAOA con inicializacién del grafo en estado de GHZ que recibe un grafo generado

por la versién a del algoritmo estandar.

Se estudiaron grafos de orden N = 6,10 y 16 y se pueden observar en el anexo[9.3] Para los érdenes
mas bajos (N = 6 y N = 10), se consideraron los grados K = 2 (configuracion tipo anillo), K = N/2y
K = N —1 (cada nodo conectado con todos los otros nodos restantes). Para el orden N = 16 se estudiaron
Unicamente los casos K = 2y K = N/2. En el caso N = 16, no se pudo estudiar el caso K = N — 1,
por limitante de recursos computacionales (el tiempo de ejecucién tomaba mucho tiempo alrededor de 1
dia 'y 12 horas por cada inicializacion). Por obvias razones, al intentar resolver un problema combinatorial,
mientras mas complejo sea el grafo, mayor recursos va a tomar. Por esta razén se decidié no realizar el
grafo de orden N = 16 con K = N — 1, ademas aclarar que no todas las configuraciones de grafo cumplen
estrictamente con la cantidad K de aristas, esto debido a que el algoritmo que se desarrollo genera grafos
de manera automatica para agilizar el proceso y para ahorrar tiempo se decidio dejar los grafos que gene-

raba y realizar todas las pruebas con esos grafos.

A su vez, para cada grafo (N, K) se consideran dos escenarios: A) grafo con aristas de igual peso 1

(w;; = 1) y B) grafo con aristas de distinto peso. En este segundo escenario, la mitad de las aristas tiene
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peso 1y otra mitad peso distinto de 1 (por defecto, se eligié peso igual a 0.3 para dichas aristas). Conse-
cuentemente, se estudiaron 16 grafos, en el anexo se pueden ver los 8 grafos ocupados para el caso

de aristas con distinto peso (los 8 grafos restantes son iguales, pero con aristas de igual peso).

Los 16 grafos fueron estudiado con cada uno de los tres algoritmos (estandar, Bell y GHZ), considerando

profundidades p = 1,2 y 3. EL desempeno de cada algoritmo fue evaluada en términos de 3 cantidades:

= G=Gap o diferencia % respecto de la solucién dptima. Mide la diferencia relativa con respecto a la

solucién 6ptima encontrada via busqueda exhaustiva,

Copt - Cz
Oopt

)

GleOx’

= T=tiempo de gjecucién. Numero de iteraciones hasta converger a la solucion final. Se considera que

el algoritmo ha convergido la solucién final, cuando las variaciones el costo son inferiores al 0.5 %.

= T.. =tiempo de estabilizacion. NUmero de iteraciones hasta que el costo tenga variaciones inferio-
res al 5%. Esto mide cuanto se demora el algoritmo en alcanzar un comportamiento estable, con

oscilaciones pequenas del costo.

Adicionalmente, para garantizar la calidad de los resultados se determinaron una cantidad de “shots”,
estos representan el nimero de veces que el circuito cuantico se ejecuta para medir los resultados, debido
a que estas mediciones del sistema cuantico son probabilisticas. La configuracion de los shots fue de 1000,
lo que se traduce que el circuito se repite 1000 veces para estimar con mayor precision la probabilidad de

los estados cuanticos finales.

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos para cada uno de los 16 grafos considerados, en

términos de las métricas anteriores (G, T, Test)-
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7.1. Grafo (N,K)=(6,2)
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Figura 14: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (6,2) con w = 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempefo, el comportamiento de cada algoritmo se resume en la

siguiente tabla:

p | Tipo Algoritmo | T, G T
1 Estandar 8 | 23,95 |52
1 Bell 5 | 25,65 | 51
1 GHZz 4 | 4953 | 57
2 Estandar 9 225 | 50
2 Bell 14 | 25,08 | 50
2 GHz 10 49,7 | 51
3 Estandar 22 | 0,02 | 50
3 Bell 17 | 21,43 | 52
3 GHz 10 | 0,12 | 50

Tabla 2: Métricas de desemperio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=6, K=2, w;; = 1.

36



71.2. Casow #1
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Figura 15: Gréficos con profundidades 1, 2 y 3 el grafo = (6,2) con w # 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempeno, el comportamiento de

siguiente tabla:

cada algoritmo se resume

p | Tipo Algoritmo | T,y G T
1 Estandar 9 25,4 | 52
1 Bell 5 11,39 | 50
1 GHZz 4 49,77 | 62
2 Estandar 9 | 21,6153
2 Bell 7 11,83 | 51
2 GHZ 5 50,29 | 50
3 Estandar 18 0,46 | 50
3 Bell 15 | 11,73 | 50
3 GHZz 16 0,19 | 50

50

en la

Tabla 3: Métricas de desempefio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=6, K=2, w;; # 1.
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7.2. Grafo (N,K)=(6,3)
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Figura 16: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (6,3) con w = 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempeno, el comportamiento de cada algoritmo se resume en la

siguiente tabla:

p | Tipo Algoritmo | T, G T
1 Estandar 13 | 14,81 | 53
1 Bell 5 14,12 | 50
1 GHZ 4 | 35,03 |52
2 Estandar 9 6,26 | 60
2 Bell 9 14,12 | 50
2 GHZz 9 35,4 | 53
3 Estandar 12 4,41 | 58
3 Bell 16 | 14,27 | 51
3 GHZ 11 | 14,79 | 53

Tabla 4: Métricas de desemperio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=6, K=3, w;; = 1.
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7.22. Casow #1
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Figura 17: Gréficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (6,3) con w # 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:

algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempeno, el comportamiento de

siguiente tabla:

cada algoritmo se resume en la

p | Tipo Algoritmo | T,y G T
1 Estandar 8 24,76 | 52
1 Bell 7 | 22,37 | 53
1 GHZz 4 43,37 | 52
2 Estandar 10 | 36,45 | 52
2 Bell 8 21,82 | 50
2 GHZ 11 | 43,32 | 50
3 Estandar 19 | 34,51 | 50
3 Bell 9 20,32 | 55
3 GHZz 19 | 28,36 | 53

Tabla 5: Métricas de desempefio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=6, K=3, w;; # 1.
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7.3. Grafo (N,K)=(6,5)
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Figura 18: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (6,5) con w = 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempenfo, el comportamiento de cada algoritmo se resume en la

siguiente tabla:

p | Tipo Algoritmo | T, G T
1 Estandar 12 3,79 | 50
1 Bell 12 | 0.03 | 51
1 GHZ 4 16,27 | 53
2 Estandar 15 | 3,92 | 51
2 Bell 24 7,13 | 50
2 GHZz 36 7,51 | 51
3 Estandar 23 412 | 54
3 Bell 30 1,43 | 61
3 GHZz 19 7,52 | 50

Tabla 6: Métricas de desempefio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=6, K=5, w;; = 1.
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7.3.2. Casow #1
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Figura 19: Gréficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (6,5) con w # 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:

algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempeno, el comportamiento de

siguiente tabla:

cada algoritmo se resume en la

p | Tipo Algoritmo | T,y G T
1 Estandar 11 | 21,59 | 64
1 Bell 13 | 15,28 | 50
1 GHz 5 30,96 | 50
2 Estandar 16 | 19,69 | 50
2 Bell 52 | 22,96 | 59
2 GHZ 11 | 30,09 | 53
3 Estandar 12 | 19,12 | 51
3 Bell 26 | 14,43 | 52
3 GHZz 9 19,7 | 50

Tabla 7: Métricas de desempefio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=6, K=5, w;; # 1.
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7.4. Grafo (N,K)=(10,2)
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Figura 20: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (10,2) con w = 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempenfo, el comportamiento de cada algoritmo se resume en la

siguiente tabla:

p | Tipo Algoritmo | T, G T
1 Estandar 7 24,62 | 53
1 Bell 5 | 25,19 | 52
1 GHZ 5 | 49,91 | 53
2 Estandar 9 22,5 | 51
2 Bell 13 | 25,46 | 50
2 GHZ 4 79,02 | 52
3 Estandar 15 | 12,95 | 50
3 Bell 22 | 222 | 50
3 GHZz 21 | 24,98 | 50

Tabla 8: Métricas de desempenio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=10, K=2, w;; = 1.
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7.4.2. Casow #1
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Figura 21: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (10,2) con w # 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempefo, el comportamiento de

siguiente tabla:

cada algoritmo se resume en la

p | Tipo Algoritmo | T.s: G T
1 Estandar 7 24,23 | 51
1 Bell 7 246 | 50
1 GHZ 4 | 48,95 | 59
2 Estandar 9 22,46 | 50
2 Bell 8 25,45 | 50
2 GHZ 11 | 50,564 | 50
3 Estandar 18 | 16,44 | 50
3 Bell 20 | 22,28 | 50
3 GHZ 12 | 35,67 | 50

Tabla 9: Métricas de desemperio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=10, K=2, w;; # 1.
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7.5. Grafo (N,K)=(10,5)
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Figura 22: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (10,5) con w = 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempefo, el comportamiento de

siguiente tabla:

cada algoritmo se resume en la

p | Tipo Algoritmo | T, G T
1 Estandar 7 24,62 | 53
1 Bell 5 25,19 | 52
1 GHZ 4 | 34,43 | 50
2 Estandar 9 22,5 | 51
2 Bell 13 | 25,46 | 50
2 GHZ 41 | 29,99 | 55
3 Estandar 15 | 12,95 | 50
3 Bell 21 22,2 | 50
3 GHZ 23 | 28,99 | 50

Tabla 10: Métricas de performance de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=10, K=5, w;; =

1.
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7.5.2. Casow #1
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Figura 23: Gréficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (10,5) con w # 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:

algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempeno, el comportamiento de

siguiente tabla:

cada algoritmo se resume en la

p | Tipo Algoritmo | T,y G T
1 Estandar 7 24,23 | 51
1 Bell 5 246 | 50
1 GHZ 4 | 38,47 | 53
2 Estandar 9 | 2246 | 50
2 Bell 13 | 25,45 | 50
2 GHZ 5 35,58 | 58
3 Estandar 18 | 16,45 | 50
3 Bell 21 | 22,28 | 50
3 GHZz 7 | 3535 | 53

Tabla 11: Métricas de desempefio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=10, K=5, w;; # 1.
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7.6. Grafo (N,K)=(10,9)
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Figura 24: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (10,9) con w = 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempenfo, el comportamiento de cada algoritmo se resume en la

siguiente tabla:

p | Tipo Algoritmo | T, G T
1 Estandar 16 2,09 | 50
1 Bell 25 1,62 | 50
1 GHZ 4 10,2 | 50
2 Estandar 11 0,82 | 52
2 Bell 43 2,23 | 53
2 GHZ 5 10,57 | 50
3 Estandar 23 0,68 | 50
3 Bell 42 8,84 | 69
3 GHZ 10 8,81 | 52

Tabla 12: Métricas de desempenio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=10, K=9, w;; = 1.
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7.6.2. Casow #1
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Figura 25: Gréficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (10,9) con w # 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempeno, el comportamiento de

siguiente tabla:

cada algoritmo se resume en la

p | Tipo Algoritmo | T,y G T
1 Estandar 16 | 15,48 | 50
1 Bell 35 | 11,43 | 51
1 GHZz 4 23,1 52
2 Estandar 9 16,08 | 53
2 Bell 45 | 13,86 | 55
2 GHZ 6 22,27 | 52
3 Estandar 21 | 14,97 | 50
3 Bell 32 | 11,96 | 52
3 GHz 14 | 22,77 | 52

Tabla 13: Métricas de desemperio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=10, K=9, w;; # 1.
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7.7. Grafo (N,K)=(16,2)
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Figura 26: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (16,2) con w = 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempenfo, el comportamiento de cada algoritmo se resume en la

siguiente tabla:

p | Tipo Algoritmo | T, G T
1 Estandar 10 | 24,76 | 50
1 Bell 5 | 28,58 | 50
1 GHZ 4 | 49,93 | 52
2 Estandar 9 | 2298 | 51
2 Bell 9 | 24,32 |50
2 GHZz 10 | 49,48 | 50
3 Estandar 20 15,8 | 50
3 Bell 17 | 24,13 | 50
3 GHzZ 12 | 24,87 | 50

Tabla 14: Métricas de desempefio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=16, K=2, w;; = 1.
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7.7.2. Casow #1
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Figura 27: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (16,2) con w # 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempenfo, el comportamiento de

siguiente tabla:

cada algoritmo se resume en la

p | Tipo Algoritmo | T, G T
1 Estandar 9 | 25,04 | 50
1 Bell 2 22,79 | 50
1 GHz 4 | 50,77 | 59
2 Estandar 9 17,03 | 50
2 Bell 11 | 23,03 | 50
2 GHz 11 | 50,25 | 50
3 Estandar 20 | 14,21 | 52
3 Bell 15 | 20,74 | 50
3 GHZ 17 | 31,83 | 55

Tabla 15: Métricas de desempefio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=16, K=2, w;; # 1.
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7.8. Grafo (N,K)=(16,8)
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Figura 28: Graficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (16,8) con w = 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempenfo, el comportamiento de cada algoritmo se resume en la

siguiente tabla:

p | Tipo Algoritmo | T, G T
1 Estandar 11 | 28,59 | 50
1 Bell 4 | 28,68 | 50
1 GHZ 4 28,29 | 51
2 Estandar 2 | 28,13 | 50
2 Bell 4 | 28,05 | 50
2 GHZz 11 | 28,31 | 50
3 Estandar 2 27,97 | 51
3 Bell 2 | 28,19 | 51
3 GHZz 2 | 28,75 | 50

Tabla 16: Métricas de desemperfio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=16, K=82, w;; =
1.
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7.8.2. Casow #1
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Figura 29: Gréficos con profundidades 1, 2 y 3 para el grafo = (16,8) con w # 1.

Curva roja: algoritmo inicializado en estado de Bell, Curva azul: Algoritmo QAOA estandar, Curva verde:
algoritmo inicializado en estado de Ghz.

En términos de las métricas de desempeno, el comportamiento de

siguiente tabla:

cada algoritmo se resume en la

p | Tipo Algoritmo | T,y G T
1 Estandar 2 31,14 | 51
1 Bell 31 | 32,45 | 54
1 GHZ 4 | 32,33 | 50
2 Estandar 35 | 20,11 | 51
2 Bell 4 31,97 | 51
2 GHZ 7 | 3285 |50
3 Estandar 14 | 32,12 | 51
3 Bell 19 | 31,95 | 50
3 GHZz 9 34,04 | 54

Tabla 17: Métricas de desempefio de cada algoritmo para distintas profundidades. Caso N=16, K=8, w;; # 1.
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7.9. Analisis de Resultados

En ciertos escenarios, el algoritmo inicializado con estados de Bell es superior al algoritmo estandar,
en el sentido que reduce el gap entre la solucién encontrada y la solucién éptima. Para algoritmos de
profundidad p = 1, los casos en que el algoritmo con estados de Bell tuvo mejor desemperio que el algoritmo

estandar fueron los siguientes:

Grafo | Peso | Gpey | Gest
6,2 | w#1 | 11,39 | 25,40
6,3 | w#1 | 2237 | 24,76
6,5 |w=11] 0,03 3,79
6,5 | w#1 | 1528 | 21,59
10,9 | w=1| 11,43 | 15,28
10,9 [ w#1 [ 11,43 | 15,28
16,2 | w#1 | 2279 | 25,04

Tabla 18: Comparacién de métricas de desempenio en grafos en donde el algoritmo modificado con estados
de Bell es superior al estandar. Se consideran Unicamente circuitos de profundidad 1.

En un 44 % que equivale a 7 de los grafos, hubo una mejora en el gap con respecto a la solucion éptima,
es decir, que el estado de Bell estuvo mas cerca de la solucién 6ptima que el estado estandar. Mejorando

en promedio el gap en un 38 % .

Al aumentar la profundidad (p = 2), los grafos en que el algoritmo con estados de Bell tuvo mejor

desempend que el algoritmo estandar fueron los siguientes:

Grafo | Peso | Ggey | Gest
6,2 | w#1 | 11,83 | 21,69
6,3 | w#1 | 21,82 | 36,45
6,5 | w#1 | 1528 | 21,59
10,9 | w#1 | 13,86 | 16,08

Tabla 19: Comparacién de métricas de desempenio en grafos en donde el algoritmo modificado con estados
de Bell es superior al estandar. Se consideran Unicamente circuitos de profundidad 2.

Para p = 2 hubo 4 grafos (25 % de los casos) en donde el algoritmo de Bell tuvo mejor desempefio que

el algoritmo estandar. Para p = 3 ocurre algo similar.

Grafo | Peso | Ggey | Gest
6,3 | w#1 2032 | 34,51
6,5 w=1 1,43 4,12
6,5 | w#1 ]| 14,43 | 19,12
10,9 | w#1 | 11,96 | 14,97

Tabla 20: Comparacién de métricas de desempenio en grafos en donde el algoritmo modificado con estados
de Bell es superior al estandar. Se consideran Unicamente circuitos de profundidad 3.

Enun44% (parap = 1) y 25% (para p = 2 y 3) de los casos se observa una reduccion de la diferencia
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entre la solucion encontrada por el algoritmo y la solucién 6ptima. En algunos casos, la reduccién es no-
toria. Por ejemplo, para el grafo (6,5) con pesos iguales el gap se reduce del 4 % al 0.03 %. En general, el
beneficio se concentra en grafos con aristas de distintos pesos, aunque no esta unicamente restringido a
esta situacion. En la mayoria de estos grafos los tiempos de estabilizacién y de convergencia a la solucién
final son similares entre ambos algoritmos. Sin embargo, hay que destacar que, cuando aumenta la profun-
didad, el algoritmo de Bell toma mayor tiempo en estabilizarse (el tiempo de estabilizacién es el doble con

respecto al estandar).

En el caso de la inicializacion del GHZ, éste presenta resultados no sobresalientes en profundidades
p =1y p = 2, es decir, que no presenta ninguna ventaja en comparacion con el algoritmo estandar. Sin
embargo, este presentd un comportamiento interesante cuando la profundidad es igual a 3, encontrando en
ciertos casos la solucion 6ptima, o bien, presentando resultados similares al de Bell o al de la inicializacién

estandar.

Para p = 3, se llego a la solucion éptima en los siguientes grafos (configuracién tipo anillo):

Grafo | Peso | Ggrz | Gest
6,2 [w=1] 0,12 [ 0,02
6,2 |w#1] 0,19 | 0,46

Tabla 21: Grafos en que el algoritmo inicializado en estados GHZ alcanz6 la solucién éptima (p = 3).

Estos son los dos casos (13 %) en donde la inicializacion de GHZ logra llegar al éptimo, siendo ademas
mejor que el algoritmo con estados Bell. En general, se observa que es un tipo de inicializacién que no
exhibe grandes beneficios. Por otro lado, el comportamiento en profundidades igual a 3 result6é bastante cu-
rioso. El desempenio del algoritmo mejor6é de manera sustancial (en 9 grafos) al incrementar la profundidad

del circuito, como se exhibe en la tabla[22]

Grafo | Peso | p=1|p=2|p=3
6,2 |w=1]4953 | 49,70 | 0,12
6,2 | w#1 | 49,77 [ 50,29 | 0,19
6,3 | w=1| 35,03 | 3540 | 14,79
6,3 | w#1 | 43,37 | 43,32 | 28,36
6,5 | w#1 | 30,96 | 30,09 | 19,70
10,2 [ w=1 | 49,91 | 79,02 | 24,98
10,2 | w#1 | 48,95 | 50,54 | 35,67
16,2 | w=1 149,93 | 49,48 | 24,87
16,2 | w#1 | 50,77 | 50,25 | 31,83

Tabla 22: Grafos en que el algoritmo inicializado en estados GHZ mejoré su desempefio al incrementar la
profunidad del circuito.

En total, son 9 casos en donde GHZ presenta una mejora considerable en la profundidad igual a 3 con

respecto a las demas. Se observa indiferencia si las aristas tienen igual peso o distinto peso. Sin embargo,
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resaltan los grafos simples cuyos nodos contienen pocas aristas.

Por lo tanto, al comparar el algoritmo inicializado en estado GHZ consigo mismo para distintas profundi-

dades, se observa que

= El promedio de la reduccién del gap de la profundidad 3 con respecto a la profundidad 1 es de un
55 %, y

= El promedio de la reduccion del gap de la profundidad 3 con respecto a la profundidad 2 es de un
57 %.

Estos comportamientos de la reduccion del gap en ciertos casos se puede ver también en los histogra-
mas que se generaron en el codigo, donde el eje horizontal son los bistrings (todas las posibles soluciones
representados en 0 y 1) y el eje vertical representa la frecuencia con la cual se midié cada bitstring, por lo
que el histograma representa todas aquellas soluciones y cuantas veces aparecieron estos resultados al

medir el circuito.
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Figura 30: Histogramas de la inicializacion GHZ.

En los mostrados en las figuras cuyo grafo es el (6,2) w # 1, se observa un comportamiento de
bitstring en pares, tanto en profundidad 1 como en profundidad 3. En el histograma[30a] no se observa cla-
ramente cudl seria el bitstring con la solucién dptima. Por otro lado, en el histograma [30b)} si bien tampoco
se observa claridad en la solucién, este tiene menos elementos en pares. Este comportamiento se repite
constantemente en la mayoria de los grafos, independientemente si los pesos de las aristas son distintos o
son todos iguales. Esto podria explicar porqué la inicializacién de GHZ mejora considerablemente en una

profundidad igual a 3.
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Figura 31: Histogramas de la inicializacién Bell.

Para la inicializacién en estado de Bell también sucede algo curioso y es que al igual que el GHZ este
tiene un comportamiento de bitstring en pares, pero en menor medida. Posiblemente, esto puede explicarse
debido a que es un comportamiento que refleja el entrelazamiento, sin embargo, para un préximo analisis

se investigara en mayor profundidad.

Otra observacion importante se resume en la figura que muestra que, para el algoritmo con estados
iniciales de Bell, el ruido comienza aumentar a medida que se incrementa la profundidad. Esto sucede tanto

para aristas de distinto peso como para aristas de igual peso. Eso explica porqué el estado de Bell es mejor
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en profundidades bajas (o, al menos, donde consiguié mejores resultados).
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Figura 32: Histogramas de la inicializacién Estandar.

Para el caso de la inicializacién estandar se observa un comportamiento normal en la figura[32] dejando
en claro que a medida que se aumenta la profundidad se genera una mejora. Esto es algo comun en la

mayoria de los grafos, cuando se utiliza el algoritmo estandar.
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8. Conclusiones

En este trabajo se utiliz6 el algoritmo hibrido cuantico-clasico QAOA. Este cuenta con dos partes, una
parte cuantica que se compone de una secuencia de compuertas cuanticas parametrizadas que produ-
cen un estado cuantico a partir de un estado inicial. El estado que se genera depende del valor de los
parametros. La otra parte es un proceso de optimizacion clasico para encontrar el valor de los parametros
que maximiza una cierta funcién objetivo (la energia de un Hamiltoniano). Las soluciones se buscan en
una parte del espacio de Hilbert (definida por el valor que van tomando los parametros), de forma que
se pueden explotar las ventajas cuanticas. La optimizacion (actualizacién de los parametros) se realiza en
forma clasica, por ejemplo, siguiendo la direccion del gradiente, Newton-Raphson, etc. Si esta parte fuera
cuantica, probablemente se necesitarian muchos mas qubits. El algoritmo combina, por lo tanto, aspectos
clasicos y cuanticos, que lo hacen atractivo en la era tecnolégica actual en que los computadores tienen un
numero intermedio de qubits (NISQ). Posiblemente, esto explica que estén siendo actualmente ocupados

en distintas disciplinas como la quimica cuantica, comunicaciones, finanzas, logistica, etc.

El objetivo principal de esta tesis fue explorar y evaluar como el algoritmo variacional Quantum Appro-
ximate Optimization Algorithm (QAOA) puede resolver el problema Max-Cut utilizando diferentes configu-
raciones iniciales: estados estandar, estados de Bell y estados GHZ. Por lo tanto, se buscé responder si
el uso de estados entrelazados en la inicializacion podria mejorar la eficiencia y precision del algoritmo en

grafos con pesos iguales o desiguales en las aristas.

En términos generales, el codigo estandar tiene mejor desempeno en mas del 56 % de los casos, sin
importar si las aristas tienen distinto o igual peso. El estado de Bell exhibe mejor desempefno en muchos
casos. Especificamente, en el subgrupo de grafos con aristas de distinto peso resueltos a través de un cir-
cuito de profundidad 1, el algoritmo con estados de Bell tuvo mejor desempefo que el algoritmo estandar.
En cambio, al usar el estado GHZ, el rendimiento fue deficiente en la gran mayoria de casos. Solo en un
13 % de los grafos, el estado GHZ mostr6 ventajas sobre los estados de Bell y estandar, en términos de las

métricas de desempefio utilizadas.

En consecuencia, en un caso general, el algoritmo con inicializaciéon en estado estandar sigue siendo
mejor opcidn al inicializiar el algoritmo QAOA para resolver el problema Max-Cut. Sin embargo, el algoritmo
con inicializacion en estado de Bell muestra mejores resultados cuando el circuito tiene profundidad 1, en

ciertos grafos especificos (7 grafos de un total de 16).
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Para responder el objetivo especifico N°1, se sabe que la profundidad del circuito, en términos genera-
les, a medida que aumenta, incrementa el costo de recursos a nivel computacional, pero a su vez mejora la
precision de los resultados. Con una inicializacion en estado estandar, los resultados esperados mejoran a
medida que se aumenta la profundidad. En cambio con una inicializacién en estado de Bell, la precision de
los resultados, en general, disminuye a medida que aumenta la profundidad. Por altimo, con una inicializa-

cion en estado GHZ, al aumentar la profundidad, la precision de los resultados mejora de forma importante.

En relacion al objetivo especifico N2, se puede senalar que en los grafos, el estado estandar presenta
buenos resultados y no existe diferencia en si el grafo se encuentra balanceado o no, mientras que el estado
GHZ, independientemente si estos se encuentran balanceados o no, fue el mas deficiente en los resulta-
dos. Por ultimo, el estado de Bell presenta buenos resultados en grafos no balanceados (en su mayoria).

Para los tres tipos de inicializacion, la gran parte tiende a converger de manera similar.

Finalmente en respuesta al objetivo especifico N°3, comenzar el circuito en un estado entrelazado ge-
neré beneficios, especificamente en estado de Bell, obtuvo beneficios en grafos no balanceados y en pro-
fundidades bajas. El estado GHZ exhibio resultados deficientes en general, sin embargo, al aumentar la
profundidad a 3, se observé una mejora, independientemente si el grafo es balanceado o no, lo que podria

plantearse si en profundidades mas altas puede llegar a ser una opcién a considerar.

Trabajo a futuro: Para los estados de Bell, se buscara continuar la investigacion en grafos con aristas de
distintos pesos para grafos de mayor orden (N = 50, 100, 1000) y estudiar el comportamiento del algoritmo
en estas situaciones. Principalmente con foco en el caso p = 1, que es donde se concentran mejores resul-

tados.
Para los estados GHZ, se requiere continuar la investigacién para mayores profundidades, en parti-

cular, en grafos con muchos nodos y pocas aristas (en comparacion al nimero de nodos), y estudiar el

comportamiento del algoritmo para profundidades mayores, analizando si persiste la mejora observada.
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9. Anexos

9.1. Especificaciones del computador

Procesador Ryzen 5600

Memoria RAM de 16gb con 2600 MHZ

Almacenamiento M.2 de 1TB kingston

Grafica GTX 1660 Super de 6 GB

9.2. Planificacion

La planificacion seguida durante el segundo semestre del 2024, ajustada a la entrega actual, abarca
desde agosto del 2024 hasta enero del 2025. Ademas, durante todo el proceso de la tesis se realizaron
reuniones semanales (lunes, 10:30—13:00 hrs) para revisar avances y resultados. A continuacioén, se des-
criben los resultados parciales obtenidos durante el trabajo de tesis (hitos), asi como la distribucion del

trabajo.

1. Formulacién del problema: Se formulé matematicamente el problema Max-Cut para grafos balancea-
dos y no balanceados. Luego, el problema fue formulado en términos de un Hamiltoniano y se estudio
al ansatz del algoritmo QAOA. Este proceso, de tipo tedrico, fue realizado bajo la supervision del

profesor.

2. Implementacion: Se implemento el algoritmo QAOA en PennyLane, con los distintos tipos de iniciali-
zacion (estado estandar, Bell y GHZ). Las validaciones fueron realizadas por el alumno usando grafos

de pocos nodos y aristas.

3. Andlisis de resultados: De manera conjunta se analizaron los resultados obtenidos en cada uno de

los grados y circuitos empleados, asi como el planteamiento de las conclusiones finales.

4. Redaccién y revision: Redaccion del documento de tesis por parte del alumno, bajo direcciones ge-

nerales del docente.

A continuacién, se presenta la carta Gantt seguida durante el semestre. Para una visualizaciéon mas
clara, ingresar al siguiente link
(https://view.monday.com/8284599769-adba00e2ca2f92c5fdcec677b55298497r=u)
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Figura 33
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9.3. Grafos ocupados

Aqui se presentan los grafos con distinto pesos, debido a que los 8 restantes son los mismos pero con

peso igual a 1.

1. Grafo (6,2)

Figura 34: Grafo de orden N=6 y grado K=2.

2. Grafo (6,3)
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Figura 35: Grafo de orden N=6 y grado K=3.

>
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3. Grafo (6,5)

Figura 36: Grafo de orden N=6 y grado K=5.

4. Grafo (10,2)

2 —10

Figura 37: Grafo de orden N=10 y grado K=2.
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5. Grafo (10,5)

Figura 38: Grafo de orden N=10 y grado K=5.

6. Grafo (10,9)

Figura 39: Grafo de orden N=10 y grado K=9.
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7. Grafo (16,2)
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Figura 40: Grafo de orden N

8. Grafo (16,8)

=8.

16 y grado K

Figura 41: Grafo de orden N
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9.4. Ortonormalizacion de Gram-Schmidt

El proceso de Gram-Schmidt es un método ampliamente utilizado en algebra lineal para ortonormalizar
un conjunto de vectores dentro de un espacio con producto interno, convirtiendo un conjunto de vectores
linealmente independientes en un conjunto ortonormal. Para el procedimiento de Gram-Schmidt se plantea

de la siguiente forma:
Inicializar el primer vector
V1 =21
Construir el segundo vector

(z2 | v1)

V2 = T2 — <Ul|’l}1> 1

Para todos los vectores en el espacio.

Normalizacion: Dado que se necesita un conjunto ortonormal, una vez que los vectores son calcula-
dos, se normalizan dividiéndolos por su norma, lo cual ya fue explicado previamente.

Ejemplo:

Suponga se tiene los siguientes vectores en R2:

m Paso 2: Construir el segundo vector: el segundo vector se calcula como:

(2 | v1)

R

U1,

donde:
1. El producto interno (zs | v1) es:

(w2 | o) =2 2] j’ — (2)3)+(2)(1) =6+2=8.
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2. La norma al cuadrado de v; es:
3
i o) = [3 1] | =@+ mm=9+1=10

Sustituyendo:
2 8 |3 2 2,4 —0,4

’[)2 = _—— = —_ =
21 10|y 2 0,8 1,2

= Paso 3: Normalizacion: ahora normalizamos los vectores para obtener un conjunto ortonormal:

1. Normalizamos v;:

1 3
ool = V32 + 12=011=V10, o= 2 = —
[l V10 |1
2. Normalizamos vs:
1 |-04
o]l = /(0,42 + (1,2)2 = /0,16 + 1,44 = \/1,6, 0n = 2 =
feoll ~ VTG | 1

= Resultado final: el conjunto ortonormal resultante es:

1 (3 1 |-04
V10 | C VTG | 12

El procedimiento de Gram-Schmidt es muy Util en el contexto de la computacién cuantica al garantizar
que los vectores sean ortogonales y normalizados, lo que facilita las operaciones, mediciones y célculos
dentro del espacio de Hilbert. Esto permite una mayor claridad y eficiencia en el disefio y analisis de

algoritmos cuanticos, como los utilizados en QAOA (Nielsen y Chuang, 2010).
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